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RESUMEN. El objetivo del proyecto es identificar momentos de argumentacion en el desarrollo
de la modelacion en la clase de matematicas. Para ello, implementamos una tarea matematica
de modelacion en un curso de 2° medio (15-16 afios) en un establecimiento particular subven-
cionado de Santiago. La clase de 90 minutos fue analizada caracterizando los momentos argu-
mentativos y de modelacién para determinar relaciones entre ambas competencias en el aula de
matematica. Con ello, se presenta una planificaciéon como propuesta para gestionar esta actividad
en una clase de matematica.

PALABRAS CLAVE. Competencias matematicas; argumentacion; modelacién.

Identification of argumentation in the development of modeling
in the math classroom

ABSTRACT. The objective of the project is to identify moments of argumentation in the deve-
lopment of modeling in math classes. To do this, we implemented a mathematical modeling task
in a 2nd year high school course (15-16 years old) in a partially subsidized private establishment
in Santiago. The 90-minute class was analyzed by characterizing the argumentative and modeling
moments to determine relationships between both competences in math classrooms. With this, a
planning is presented as a proposal to manage this activity in a math class.

KEYWORDS. Mathematical competences; argumentation; modeling.

1. INTRODUCCION

El curriculum nacional de matematicas propone, ademas de Objetivos de Aprendizaje y los con-
tenidos a trabajar en cada nivel escolar, cuatro competencias a desarrollar dentro del aula de
matematicas: representar, argumentar y comunicar, resolver problemas y modelar. Estas “al sus-
tentarse en procesos, se caracterizan por ser transversales a los contenidos y desarrollarse a largo
plazo de manera ciclica en cada nivel educativo” (Solar y Deulofeu, 2016, p. 1093), es decir, en
todas las unidades de la asignatura de matematicas deberia ser posible promover cada una de
estas competencias. Ademas, el aprenderlas “implica el mayor grado de significatividad y funcio-
nalidad posible, ya que para poder ser utilizadas deben tener sentido tanto la propia competencia
como sus componentes procedimentales, actitudinales y conceptuales” (Zabala y Arnau, 2007, p.
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15), por lo tanto, su aprendizaje es inmensamente importante para un mejor desarrollo del pen-
samiento matematico. Asimismo, PISA sostiene que las competencias matematicas “ayudan a los
individuos a reconocer el papel que las matematicas desempefian en el mundo y a emitir los jui-
cios y las decisiones bien fundadas que los ciudadanos constructivos, comprometidos y reflexivos
necesitan” (OECD, 2013, p. 9). En el ambito nacional, la ensefianza de estas competencias ha ido
tomando relevancia. Esto se puede ver reflejado en las nuevas Bases Curriculares que propone el
Ministerio de Educaciéon en Chile para 3ro y 4to medio (17-18 aflos), ya que “se espera que los
estudiantes trabajen colaborativamente en el modelamiento matematico de situaciones para to-
mar decisiones fundamentadas, tanto en problemas de la disciplina como de caracter interdisci-
plinario, del &mbito social, medioambiental o econémico” (Ministerio de Educacién, 2019, p. 70).

Si bien todas las competencias matematicas son importantes, consideramos centrales las de mo-
delacion y argumentacion, ya que éstas son las que conectan de mejor manera la teoria matema-
tica con el contexto real. La modelacion, por su parte, hace que el estudiante pase del mundo
real al modelo matematico y luego de éste al mundo real, lo que conlleva a analizar modelos ya
existentes en el contexto cotidiano (Pollack, 1997). De esta manera, el alumno crea un modelo a
partir de un fendmeno real, estima resultados, corrige errores y finalmente valida las respuestas
encontradas, permitiéndole asi una interaccién con su entorno. Por otro lado, el objetivo de la
argumentacion es convencerse a si mismo y a los demas participantes de la certeza del propio ra-
zonamiento, y este razonamiento ocurre de manera interactiva durante los procesos de modela-
miento matematico (Tekin, 2018). Ademas, consideramos que, para lograr desarrollar el proceso
de modelacién, es fundamental la comunicacién del raciocinio que se esta haciendo y para que
este sea valido se hace necesaria la argumentaciéon. En conclusién, ambas competencias permiten
hacer mas cercana la matemdtica y una interaccion tanto entre las personas como con el mundo
que los rodea.

En esta investigacion buscamos identificar de qué forma la modelaciéon fomenta la argumen-
tacion en el aula de matemdticas. Para alcanzar este objetivo y basaindonos en lo mencionado
anteriormente por Pollack, acerca del paso entre el mundo real y matematico al momento de la
modelacidn, es que seleccionamos una tarea matematica que promueve esta competencia en los
estudiantes, al pedirles resolver un fenémeno de la vida cotidiana. Luego, implementamos una
clase donde los estudiantes se enfrentaron a esta tarea de forma grupal y durante esta experiencia,
pusimos especial atencion al desarrollo de la competencia de argumentacién. Posteriormente,
revisando y analizando la evidencia, pudimos encontrar los momentos clave donde surgié tanto
la modelacién como la argumentacién y también donde fue posible hallar cierta relacién en-
tre ambas competencias. Como producto, generamos una planificacién que puede servir como
orientacion para docentes que deseen implementar esta tarea matematica en sus propias clases.

2. MARCO TEORICO
2.1 Argumentacion

Por lo general, los analisis sobre argumentacion en el aula se sustentan en el modelo argumentati-
vo propuesto por Toulmin (1958), por medio del cual un argumento se puede describir con base
en una estructura que se compone de seis elementos: Datos, Conclusiones, Garantia, Respaldo,
Calificador modal y Refutadores. Solar y Deulofeu (2016) reducen este modelo a dato, garantia,
refutacion y conclusion, y afirman que con estos cuatro elementos ya se pueden encontrar mo-
mentos de argumentacion en el aula de matematica.
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Debemos tener claro que la interaccion entre alumnos y, entre profesor y alumno, es un elemento
basico a la hora de desarrollar la competencia de argumentar y/o comunicar. Sin la existencia de
ésta nos estariamos limitando a una comunicacién unidireccional (Brendefur y Frykholm, 2000)
que es expositiva y centrada en el docente y por ende limita la posibilidad de desarrollar la argu-
mentacion en los estudiantes. Segun Jiménez, Sudrez y Galindo (2010), una forma de propiciar la
interaccion en matematicas es organizar actividades de clase que otorguen al estudiante un papel
mas activo y protagonico, centradas en el trabajo en grupo y la heuristica solucionador-escucha,
que tienden a mejorar la capacidad de comunicacién. A partir de esto, podemos decir que la
eleccion y organizacion de la tarea que se desarrollara en clases es una primera accién docente
que permite desarrollar la competencia mencionada. Es importante escoger o adaptar tareas ma-
tematicas que inviten a los estudiantes a tomar una postura o a explayarse en la respuesta mas
alla de monosilabos. Para promover la competencia de argumentacion, Solar y Deulofeu (2016)
recomiendan elegir tareas que puedan ser resueltas a partir de diferentes procedimientos o estra-
tegias, tengan respuestas abiertas y promuevan posturas diferentes. De la misma manera, estos
autores plantean que las estrategias comunicativas y el plan de clases que elabore el o la docente
son factores importantes para desarrollar la competencia de argumentacién y por ende de comu-
nicacién también. Estas estrategias comunicativas debiesen dar oportunidades de participacién
de los estudiantes, permitir la gestion de los errores y la formulacién de preguntas adecuadas.
Para esto es necesario un andlisis anticipatorio de lo que sucedera en la clase y asi tener mayor
claridad respecto a las posibles respuestas y errores que podrian tener los estudiantes, ademas de
las acciones docentes que se utilizaran para promover la argumentacion.

2.2 Modelacion

Entenderemos la modelacién matemética como un proceso en el cual los estudiantes consideran
y le dan sentido a una situacion cotidiana que sera analizada usando las matematicas con el pro-
posito de comprender, explicar o predecir algo (Oropesa, Cortez y Been, 2018). Los resultados a
los que llegan los estudiantes son aproximaciones del comportamiento de la situacién estudiada,
y mientras mas precisas sean estas aproximaciones se pueden hacer mejores predicciones y gene-
ralizaciones para asi llegar a una expresion algebraica o analitica que nos lleve a su utilizacién en
situaciones similares. Asimismo, el Ministerio de Educacion (2016) define la modelacién como
“una habilidad que permite resolver problemas reales mediante la construccién de modelos, que
pueden ser fisicos, computacionales o simbolicos, y que sirven para poner a prueba el objeto real
y ver como responde frente a diferentes factores o variantes” (p. 41). Es por esto que, para desa-
rrollar esta competencia, es necesario que el contenido que se esté trabajando se logre plasmar en
algin fenémeno de la vida real para luego interpretarlo de manera matemdtica.

Por su parte Maafd (2006) afirma que para modelizar un problema real hay que moverse entre la
realidad y la matematica. Esta autora propone un esquema que describe las etapas propias de la
modelacién matematica, las cuales nos permitiran analizar la clase donde se promueve el desa-
rrollo de esta competencia. Estas etapas son: simplificar, matematizar, trabajar con matematicas,
interpretar y validar. Simplificar corresponde a la comprension del problema real y la propuesta
de caminos o vias para solucionarlo; la matematizacion ocurre cuando se pasa del modelo real
al modelo matematico, proponiendo una expresién matemética que represente el problema; el
trabajo en las matematicas se desarrolla cuando los estudiantes realizan calculos a partir del mo-
delo y llegan a una solucién matemdtica; la interpretacién ocurre cuando vuelven al mundo real,
interpretando la solucién matemadtica como una solucién al problema y validar corresponde a
evaluar la pertinencia del modelo y/o resultado, discusién del mismo y posible refutacién. En la
Figura 1 se presenta la relacion de estos procesos de modelacion.
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Figura 1. Procesos de modelacion (traduccion propia, Maaf3, 2006, p. 15).

3. MARCO METODOLOGICO

Para desarrollar esta investigacion, implementamos una tarea matematica que promueve prin-
cipalmente la competencia de modelacién y luego hicimos un analisis de cardcter cualitativo a
partir de lo que ocurri6 en el aula de matemiticas, enfocandonos en los niveles de argumentacion
y etapas de modelacién alcanzados por los estudiantes. Como resultado, elaboramos una plani-
ficacién que sirve como una propuesta para docentes que deseen llevar a cabo esta actividad y
busquen orientaciones a partir de nuestra experiencia.

3.1 Contexto y participantes

El estudio se llevo a cabo en un curso de segundo medio (15-16 aflos) con 39 estudiantes de un
establecimiento particular-subvencionado de Santiago, Chile, en una clase que duré 90 minutos.
La tarea matematica fue planificada por las investigadoras del estudio e implementada por una
de ellas, quien se desempeiié como profesora del curso. Con el fin de promover de mejor manera
las competencias de modelacion y argumentacion, se conformaron grupos de 4 a 5 estudiantes
para resolver la tarea. La clase se desarrollé de la siguiente manera: se leyd la tarea y se dieron las
instrucciones a todo el curso. Se conformaron siete grupos y cada uno de estos recibié una hoja
donde se encontraba escrita la actividad y donde podian realizar anotaciones. Los estudiantes tu-
vieron tiempo para discutir el problema y se hizo una pequeifia pausa en la que la profesora hablé
delante del curso con el fin de aclarar posibles confusiones del enunciado. Los grupos volvieron
a tener tiempo para seguir desarrollando la actividad y se les entregd un papeldgrafo y plumén
para que plasmaran sus posibles resultados y modelos. Finalmente, cuatro grupos expusieron sus
procedimientos y/o resultados al resto del curso y se realiz6é un cierre retomando las ideas que
surgieron y planteando nuevas interrogantes.

3.2 Recopilacion de datos

Para realizar esta investigacion nos basamos en un problema extraido de Gémez (2007) y disefia-
mos la siguiente tarea matematica: “En el supermercado ha aparecido un nuevo tipo de toalla de
papel y se necesita conocer la cantidad de papel enrollado en este nuevo rollo sin recurrir a desen-
rollarlo. Puedes manipular el rollo de papel para determinar medidas que consideres adecuadas
para desarrollar la actividad. Considera el grosor del papel de 0,07 centimetros. Deja expresadas
todas las ideas y procedimientos en esta hoja de papel”
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Cada grupo debia expresar sus ideas y procedimientos en la hoja donde estaba escrita la tarea y
ademas, se les solicité anotar sus producciones en un papeldgrafo para luego presentar al resto
de sus compaiieros. Junto con estas evidencias escritas, instalamos 3 videocamaras: 1 grabando al
grupo curso de forma general y las otras grabando 2 grupos pequenos de estudiantes que fueron
escogidos con anterioridad. Ademds, estos dos grupos pequefios contaban con grabadoras de
voz durante toda la clase. Para seleccionar estos grupos pedimos la opinién de la profesora de
matematicas que ademas es la profesora jefe del curso; ella los recomend6 por la diversidad de es-
tudiantes que los conformaban y la iniciativa a participar que poseian algunos de los integrantes.

Escogimos esta tarea matematica porque permite el desarrollo de ambas competencias en cues-
tién. Por un lado, vemos que la tarea presenta un fendmeno o situacion real que puede ser ana-
lizado a partir de expresiones matematicas pasando asi por las etapas de modelaciéon de Maaf3
(2006) y, por lo tanto, promoviendo la competencia de modelacién. Por otro lado, la tarea cumple
lo recomendado por Solar y Deulofeu (2016) en cuanto a la eleccion de tareas que promuevan la
argumentacion. Esto se debe a que la tarea puede ser resuelta mediante multiples procedimientos
a pesar de que tiene una Unica respuesta. Por ejemplo, los estudiantes podrian calcular el pro-
medio entre el perimetro de la circunferencia externa e interna de la toalla y multiplicarlo por la
cantidad de vueltas de esta (ver Figura 2), o también podrian obtener el perimetro de la circun-
ferencia que se forma en cada vuelta que da la toalla y luego sumarlos. Sumado a esto, la tarea
matematica permite promover posturas diferentes en los estudiantes, lo cual se puede desarrollar
y ampliar a través de una adecuada accién docente que permita contrastar distintos procedi-
mientos. Siguiendo el mismo ejemplo anterior, el o la docente puede seleccionar dos grupos que
hayan utilizado cada uno de los dos procedimientos para que los expongan al resto del curso. De
esta forma el o la docente puede promover la comparacién y refutacién entre posturas, con el fin
de profundizar en los modelos de cada grupo o identificar diferencias y similitudes entre ambos.

circunferencia externa
circunferencia interna ‘@

Figura 2. Toalla de papel de cocina.

3.3 Analisis de los datos

Tras la implementacién y la recogida de evidencias revisamos el material y categorizamos los
momentos de argumentacién y modelacién de los estudiantes utilizando estrategias de analisis
disefiados en el contexto de un proyecto mas amplio. En el caso de la argumentacion, a partir de
la estructura de Toulmin (1958), se disefi6 una estrategia para clasificar el tipo de argumentacién
que se observa en los estudiantes dentro de una clase, posibilitando apreciar el desarrollo de esta
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competencia en cinco niveles, donde el nivel 1 es el mds bajo y el nivel 5 el més alto (ver Tabla
1). Se puede apreciar que el nivel 2 se asocia a intervenciones de los estudiantes sin garantias, en
el nivel 3 observamos presencia de garantias en las intervenciones de los estudiantes, en el nivel
4 aparecen refutaciones por parte de los estudiantes y finalmente, en el nivel 5, los estudiantes
fundamentan la discusion.

Tabla 1. Niveles de argumentacién en el aula de matematicas.

monosilabos o
frases breves a
las preguntas del
docente o de sus
companeros.

tas o posiciones
de manera breve
y sin justificarlas.

can respuestas y
posiciones.

fican y refutan
respuestas y po-
siciones.

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5
Los estudiantes | Los estudiantes | Los estudiantes | Los estudiantes | Los estudiantes
responden con | ofrecen respues- | ofrecen y justifi- [ ofrecen,  justi- | ofrecen, justifi-

can y refutan res-
puestas y posi-
ciones. Ademds,
realizan aclara-
ciones, amplia-
ciones y refor-
mulaciones para
fundamentar sus
justificaciones o
refutaciones.

En el caso de la modelacion, utilizamos la Tabla 2, que presenta las etapas de modelacion de Maaf3
(2006) junto con indicadores para cada una de estas. Estos indicadores nos permiten identificar
la ocurrencia o no de las etapas al descomponer cada una de ellas en aspectos observables en los

estudiantes.

Tabla 2. Etapas de modelacidn.

Etapa Indicador
Simplificar Discuten el problema para comprenderlo
Consideran acciones y caminos hacia una solucién
Utilizan sistemas de representaciones
Matematizar Representan la realidad mediante nociones matematicas

Proponen una expresién matematica que representa el problema

Formulan el modelo en términos mateméticos

Trabajar con
matematicas

Discuten sobre mateméticas

Realizan célculos y procedimientos para encontrar una solucién matematica

Usan modelo para encontrar la solucion del problema en términos matematicos

Explicitan estrategias

Interpretar la

Comunican un modelo/resultado

SOluCI,OFl Interpretan el modelo y/o sus resultados en términos del problema real
matematica
Validar Evaltan el modelo/resultado comprobando pertinencia

Consideran inadecuado el modelo o la solucién y recomienzan el ciclo

Discuten modelos y resultados
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Para analizar y categorizar estas competencias revisamos los videos y audios de los dos grupos
pequeiios seleccionados y las exposiciones de los grupos, y los dividimos en intervalos de a los
mas 10 minutos. Durante cada intervalo analizamos la presencia de argumentacion y modela-
cion, y en el caso de encontrar evidencia, determinamos a qué nivel de argumentacién y etapa de
modelacién correspondia, con las tablas correspondientes. Una vez clasificados los 90 minutos
de clase, seleccionamos los episodios donde se alcanzaron los niveles més altos de argumentacién
para luego revisar en qué etapa de modelacion se estaban dando estos momentos y estudiar la
posible relacion entre ambas competencias. Junto con analizar los niveles de argumentacion y
etapas de modelacion alcanzados por los estudiantes durante el desarrollo de la tarea matemaética,
analizamos las acciones docentes que promueven tanto la modelacién como la argumentacién en
los estudiantes.

4. RESULTADOS

Comenzamos este apartado exponiendo los niveles de argumentacién que se dieron durante la
clase de forma general y definimos aquellos grupos que alcanzaron los niveles mas altos de esta
competencia. Posteriormente, presentamos todas las etapas de modelacion que lograron alcanzar
los grupos, anteriormente definidos, con el fin de observar el desarrollo de esta competencia
cuando se alcanzaron los niveles mas altos de argumentacién. Finalmente, presentamos dos epi-
sodios especificos de cada grupo seleccionado para evidenciar y explicar la asignacion de niveles
e indicadores que otorgamos.

4.1 Niveles de argumentacion

Al analizar los datos notamos que por lo general los estudiantes alcanzaban el nivel 1 0 2 de argu-
mentacién. Sin embargo, hubo dos grupos que lograron alcanzar niveles més altos de esta com-
petencia. Por un lado, uno de los dos grupos pequefios alcanzé un nivel 3 durante el tiempo que
se dio para trabajar de forma grupal. Es decir, identificamos dialogos entre los estudiantes donde
estos expresaban y justificaban sus respuestas y/o posiciones o, dicho en otras palabras, notamos
la presencia de garantias en sus interacciones. A este grupo le asignaremos el nombre de “Grupo
pequeno” para reconocerlo de aqui en adelante. Por otro lado, en la interaccién que se llevé acabo
entre uno de los grupos que expuso y el resto del curso que estaba de publico, se alcanzé el nivel
4 de esta competencia. Esto significa que los estudiantes lograron expresar, justificar y refutar
sus respuestas y/o posiciones. A este grupo le asignaremos el nombre de “Grupo expositor” para
reconocerlo de aqui en adelante.

4.2 Etapas de modelacion

Ya habiendo seleccionados los dos grupos que alcanzaron los niveles mas altos de argumentacion,
decidimos elaborar la Tabla 3 para mostrar todos los indicadores de las etapas de modelacién que
lograron cumplir ambos grupos. Esta tabla nos permite visualizar de forma general el desarrollo
de la competencia de modelacién, comparar ambos grupos y realizar un breve analisis cualitativo
a través de su descripcion.
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Tabla 3. Etapas de modelacion alcanzadas por dos grupos durante la clase.

Etapa Indicador Grupo Grupo
pequefio | expositor
Discuten el problema para comprenderlo X
Simplificar [, ideran acciones y caminos hacia una solucién X

Utilizan sistemas de representaciones X
Representan la realidad mediante nociones matematicas

Matematizar Proponen una expresion matematica que representa el problema X
Formulan el modelo en términos matematicos X
Discuten sobre matematicas X
Realizan célculos y procedimientos para encontrar una solucién X
matematica

Trabajar con
matematicas | Usan modelo para encontrar la solucion del problema en térmi-

nos matematicos

Explicitan estrategias X X
Interpretar | Comunican un modelo/resultado X X
la  solucién P
- Interpretan el modelo y/o sus resultados en términos del pro- X X
matemdtica | 1. oo
Evaltan el modelo/resultado comprobando pertinencia X
Validar Consideran inadecuado el modelo o la solucion y recomienzan X X
el ciclo

Discuten modelos y resultados

Podemos notar que, en el Grupo pequeio, durante el desarrollo de la tarea matematica, se evi-
denciaron indicadores de todas las etapas de modelacion. En cambio, en el Grupo expositor no se
evidenciaron indicadores de la etapa de matematizar. Ademds, podemos notar que en este tltimo
grupo no fue necesario evidenciar indicadores de todas las etapas de modelacién para seguir con
la siguiente, por ejemplo, presentd indicadores de la etapa de simplificar y de trabajar con ma-
tematicas sin haber evidenciado indicadores de la etapa de matematizar. Por otro lado, notamos
que la Unica etapa que presentd todos sus indicadores, tanto en el grupo pequeio como en el
expositor, fue el de interpretar la solucién matematica. También, destacamos que la presencia de
las dos primeras etapas, simplificar y matematizar, se dieron fuertemente en el grupo pequefio
mientras que en el caso del grupo expositor se cumple tinicamente un indicador de la etapa de
simplificar y ninguno de matematizar. Finalmente, es evidente notar que los estudiantes trabajan-
do en grupo pequeno cumplieron mas indicadores que los estudiantes que exponian acerca de lo
que previamente habian trabajado.

4.3 Momentos significativos de la clase

Para evidenciar y explicar la asignacién de niveles de argumentacion e indicadores de modela-
cion del grupo pequeiio y el grupo expositor presentamos un episodio especifico de cada uno
de ellos. Estos episodios corresponden a los intervalos de tiempo donde se encuentra inserta la
intervencion concreta entre estudiantes que nos interesa analizar por su relevancia en cuanto a la
competencia de argumentacién. Son estos los momentos donde reconocemos la presencia de ga-
rantia y refutacion, respectivamente, que nos permitieron clasificar estos grupos en los niveles su-
periores de argumentacion. Cada episodio cuenta con una descripcion del contexto en el que esta
inmerso y la transcripcion donde se aprecia el detalle de las interacciones. Es importante mencio-
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nar que los nombres de los alumnos en estas transcripciones fueron alterados para resguardar la
privacidad de los y las estudiantes. Luego de cada transcripcion se explica la asignacion de niveles
de argumentacion y la de indicadores de la competencia de modelacién de forma separada.

4.3.1 Episodio 1: Grupo pequeiio

El momento en que se dio este episodio fue cuando los estudiantes trabajaban de forma grupal
mientras la docente monitoreaba este trabajo haciendo preguntas y orientandolos. Cada grupo
debia discutir con el resto de los estudiantes sobre los datos que podian obtener, posibles solucio-
nes y/o respuestas al problema e intentar llegar a un modelo que lo resolviera. Cuando la docente
comenzo a interactuar con los y las estudiantes del grupo pequeiio, estos estaban solucionando
el problema y ya habian encontrado un posible modelo. La estrategia que siguieron fue calcular
el volumen total del rollo de papel y ademas el volumen de una hoja de papel. Dividieron ambos
volumenes para obtener la cantidad total de cuadrados de papel que formaban parte del rollo.
Finalmente, multiplicaron este resultado por el largo de un cuadrado y obtuvieron el largo total
de la toalla de papel. A modo de clarificar este procedimiento se encuentra la Figura 3, indicando
algunos elementos de la toalla de papel que utilizaron para resolver el problema.

Figura 3. Elementos de la toalla de papel.

A continuacidn, presentamos la transcripciéon que muestra el momento en que los estudiantes
del Grupo pequeiio habian llegado a un resultado y la docente comienza a interactuar con ellos.

1 Marco: 3Cudnto dio?
2 Vicente: 66,725.

3 Javier: Eso, segtin yo, serfa como el total de cuadraditos que hay, ;o no?... Eso para calcular
como el largo de todo habria que multiplicarlo por la medida de cada cuadradito lo cual me daria
1334,5 cm, y si eso lo quiero pasar a metros serfan 13,34 m.

4 Docente: ;Como van?
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5 Javier: Profe llegamos a algo. Ya mire, lo que hicimos al final fue calcular el volumen de cada
hojita. Ocupamos esto (grosor) que seria 0,07 cm.

6 Docente: ;Y para qué calcularon el volumen de cada hojita?

7 Javier: Es que después tomamos el volumen de esta parte (toalla de papel), después lo dividimos
entre el volumen de cada hojita y ahi podriamos establecer cuantas hojitas hay.

8 Docente: ;Cudntos cuadraditos?

9 Javier: Si, cudntos cuadraditos tenemos en total. Después eso lo multiplico por 20 cm, que seria
el largo de cada uno y ahi tendria el didmetro total ... y ahi llegué.

10 Docente: ;Y esa es su conclusion final?

11 Fernanda: Te falta algo mas.

12 Javier: Si, porque la verdad es que me dio menos que antes.

13 Vicente: ;Qué hiciste para sacar el 132

14 Javier: Esto (1334,5) lo dividi por 100, y después llegué a 13 metros.

15 Vicente: Si, pero ;como te dio eso?

16 Javier: Esto multiplicado por 20 ... los 20 cm que mide eso (largo de un cuadradito).

17 Vicente: (repite los célculos de Javier) ;Sera eso? (mostrandole el resultado al resto) Ese es un
numero muy como... 313 metros? Si, yo creo que si.

18 Marco: Entonces llegamos a la conclusion de que...
19 Javier: A eso llegamos (sefialando el resultamos de 13 metros en la guia).
20 Fernanda: Yo creo... ;Pensai que estd bien?

21 Javier: Si.

Respecto a la competencia de argumentacion, durante el episodio se alcanza el nivel 3. La docen-
te, durante su intervencion, realiza algunas preguntas que promueven llegar a este nivel. Al inicio
del episodio, esta interviene realizando una pregunta (linea 4) con el fin de que los estudiantes
comunicaran el procedimiento que estaban usando. Luego interviene por segunda vez con el fin
de promover un nivel mas alto de argumentacién (linea 6). Por consiguiente, los estudiantes jus-
tifican su procedimiento comunicando la razon de obtener aquellos calculos (linea 7), pues nece-
sitarian ocupar esos resultados para llegar a la solucién final del problema. Es aqui, donde vemos
la presencia de garantia que caracteriza el nivel 3 de argumentacién. Podemos notar, entonces,
que fueron las preguntas de la docente las que desencadenaron la argumentacién por parte de los
estudiantes y por las que se alcanzé dicho nivel.

Respecto a la competencia de modelacion, al inicio de este episodio los estudiantes se encuentran
en la etapa de trabajando con matematicas porque realizan calculos y obtienen resultados para
llegar a una solucién del problema. Posteriormente, interviene la docente (linea 4) y los estudian-
tes comienzan a explicar el modelo que siguieron, lo cual corresponde a la etapa de interpretar
la solucién matematica porque comunican su modelo. Luego, la docente les pregunta a los estu-
diantes (linea 10) si el resultado al que llegaron es la solucién al problema. Esto desencadend una
conversacion entre los estudiantes sobre los célculos matematicos involucrados (lineas 11-16),
lo que corresponde a la etapa de trabajar con matemiticas, y la pertinencia del resultado en la
situacion real al cuestionarse acerca del sentido que tiene el resultado numérico en relacion con
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el problema real (lineas 17-21), accion correspondiente a la etapa de validar. Queremos destacar
que en esta conversacion la profesora no intervino para que los propios estudiantes desarrollaran
la discusién.

4.3.2 Episodio 2: Grupo expositor

El momento en que se dio este episodio fue cuando la docente eligi6 algunos grupos para que
expusieran sus procedimientos, resultados y/o modelos frente al curso. El grupo expositor selec-
cionado explicé que habian pensado tres estrategias diferentes para resolver el problema: calcular
el volumen, calcular el area y calcular el perimetro. Al comenzar la presentacion, mostraron el
papelografo donde se ven plasmadas las estrategias (ver Figura 4) y explicaron las razones por
las cuales decidieron no seguir con las dos primeras y la idea de buscar otra opcién para resolver
el problema. Luego se centran en la tercera estrategia y describen con mayor detalle el modelo.
Este consistia en calcular el perimetro de cada una de las vueltas que da el papel alrededor del
cilindro interno que al sumarlas nos daria el largo total de la toalla de papel. El grupo noté que
cada vez que el papel comenzaba un nuevo giro aumentaba el radio de la circunferencia debido al
grosor que posee la hoja de papel. Durante esta explicacion fue cuando dos estudiantes del resto
del curso percibieron un error en el procedimiento y se produce una discusion en torno a esto. E1
error consistia en que el grupo expositor calculé los perimetros de la toalla sumando 0,07 cm a
cada perimetro cuando en realidad era el radio el que aumentaba en esa cantidad y, por lo tanto,
por la féormula el perimetro tendria otro tipo de crecimiento.

Figura 4. Material de apoyo del Grupo expositor.
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A continuacién, presentamos la transcripcion que muestra el momento en que el Grupo exposi-
tor comienza a explicar la opcion 3 y se da la discusion.

1 Sofia: Ya, la opcién 3 que es la que nos dio y es la correcta, es el perimetro de la circunferencia,
ya que sabemos que el perimetro es todo lo que lo rodea o como el contorno y eso es lo que que-
remos saber. Sacamos el radio, no el didmetro. El radio nos dio 5cm. Ah perddn, el perimetro 1
nos dio 5cm.

2 Camila: Ya, ;qué pasa? Que nos dimos cuenta que en estas dos opciones (indicando opcién 1y
2) no estabamos ocupando el tnico dato que nos daban. Entonces nos pusimos a pensar y con-
tamos esto (indicando las vueltas de la toalla de papel) y nos dio 50. Y nos dimos cuenta que si
sacamos el perimetro de una de las circunferencias, porque como dijeron antes, este perimetro (el
mayor) no es el mismo que este, que estd mas adentro. Por ejemplo, sacamos el primer perimetro,
que es el de la vuelta mas chica, le vamos sumando 0,07 cm y nos van a dar todos los perimetros.
Cuando tengamos los 50 perimetros y los sumemos nos va a dar el largo de todo esto (indicando
la toalla de papel).

3 Pia (del curso): ;Cuanto es?

4 Sofia: 12,5 aproximadamente 13 metros. Lo dejamos expresado, no lo sumamos porque tampo-
co T centimetros se puede sumar con centimetros. Tendriamos que desarrollarlo y eso. Ah bueno
y eso, como que 2,5 era el radio entonces podemos sacar altiro el perimetro 1y después el otro y
el otro.

5 Curso: (Aplausos).

6 Docente: ;Alguna pregunta? Por ejemplo, los que habian hecho volumen, ;qué pueden comen-
tar ahora? ;Habrian seguido haciendo volumen o les hace sentido tomar el drea?

7 Tomas (del curso): ;Por qué pusieron 2,5 siendo que el radio, la vuelta, se va haciendo mas chica
cada vez que van acercando?

8 Diana: Eso era lo que no explicaron bien. Era que nosotras calculamos el primer perimetro,
que era por ejemplo el de aca (indicando el menor). 0,07 cm era el grosor que mide cada hojita
entonces calculamos el perimetro del primero y le sumamos eso y nos iba a dar el segundo ;se
entiende? y a ese segundo perimetro le sumamos el 0,07 y nos da cada vez més grande.

9 Pia (del curso): s Pero no cambiaba el radio?

10 Tomas (del curso): Por eso, ;no cambia el radio?

11 Pia (del curso): Si le sumai 0,07 cm mas, tiene que cambiar el radio.
12 Tomas (del curso): Tiene que cambiar el radio.

13 Pia (del curso): No puede ser el mismo.

14 Tomas (del curso): No seria 2,5, seria 2,6 por ejemplo.

15 Docente: (dibujando en la pizarra, ver Figura 5) Digamos que este es el perimetro chico, cal-
cularon este radio.

16 Sofia: Si, que nos dio 2,5.

17 Docente: Este radio que les dio 2,5 ;si? Ya, después tenemos otra circunferencia, ;cierto? Es
muy exagerado, pero imaginemos que este es el siguiente circulo. Y aca hay un grosor, imagine-
mos que este fuera el grosor.

18 Soffa: Y al sumarle los 0,07.
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19 Diana: Ya teni el perimetro 2.

20 Docente: Entonces, al final el nuevo radio es todo esto, por eso asumo yo que sumaron el 0,07
porque ahora nuestro nuevo radio tiene 0,07 mas. ;Se ve? Hdganlo con la férmula (diciéndole al
grupo) ;Cudnto seria el perimetro de la segunda circunferencia?

21 Sofia: O sea, seria lo que escribimos acd, ;0 no? (indicando papeldgrafo).
22 Docente: Con el que estd aqui (refiriéndose al dibujado), ;cuanto seria?
23 Camila: (Escribe la férmula para obtener el perimetro 2 en la pizarra).
24 Docente: ;Y eso es lo mismo que tienen ahi en el papeldgrafo?

25 Diana: $Si?

26 Camila: No.

27 Docente: Ya entonces, lo que tenfan que sumar se lo tenfan que sumar al perimetro anterior
...

28 Sofia y Camila: Al radio.

29 Docente: Ya, porque ;qué es lo que va cambiando? El radio hace que cambie el perimetro, ;si?

Figura 5. Dibujo de la docente en la pizarra.

Respecto a la competencia de argumentacion, en el episodio se alcanza el nivel 4. Tras la explica-
cioén del grupo expositor sobre el procedimiento que habian utilizado, hubo alumnos del grupo
curso que hicieron preguntas (lineas 7 y 9) sobre una parte especifica del calculo en el modelo
expuesto, dado que notaron que habia un error en este. Luego de estas preguntas surge la refuta-
ci6n cuando una alumna afirma que el radio debe cambiar (linea 11) al momento de determinar
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el nuevo perimetro de la circunferencia. Es este elemento por el cual se alcanza el nivel 4 de
argumentacion. Es importante destacar que la participacion por parte del grupo curso fue pro-
movida a través de preguntas deliberadas que formaron parte de las acciones docente. También
subrayamos el hecho de que fueron los propios estudiantes los que notaron un error en el modelo
y la docente decidi6 abordar este error utilizando representaciones graficas (Figura 5) y evitando
validar tanto la postura de algunos estudiantes del curso como del grupo expositor para que fue-
ran los estudiantes lo que corrigieran los procedimientos.

Respecto ala competencia de modelacion, el episodio comienza cuando las estudiantes explicitan
el modelo de la opcién 3, lo que corresponde a la etapa de trabajar con matematicas. Posterior-
mente, la docente realiza una pregunta (linea 6) que abre la palabra a comentarios y dudas del
resto del curso. En consecuencia, una alumna hace una pregunta (linea 7) acerca de una parte
del procedimiento que le parecio errdnea, lo cual corresponde a la etapa de validar. Esto a su vez,
desencadend una revision de la matematica implicada en el modelo por parte del grupo expositor
y el resto del curso (lineas 8-14), volviendo asi a la etapa de trabajar con matematicas. En este
punto la docente interviene (linea 15) para ayudar a que todos los alumnos comprendan el error
identificado, dosificando el procedimiento llevado a cabo. Ella utiliza la pizarra para realizar un
dibujo (Figura 5) que representa la situacion y les pide a las estudiantes del grupo expositor que
realicen los célculos basandose en lo dibujado. Esto corresponde a la etapa de validar (lineas 17-
29), pues todos en conjunto estan revisando si los resultados a los que habian llegado anterior-
mente son correctos.

5. CONCLUSIONES

El objetivo de esta investigacion fue identificar de qué forma la modelaciéon fomenta la argumen-
tacion en el aula de matematicas. Tras este estudio se obtuvieron dos conclusiones: en primer
lugar, respecto a las relaciones entre las etapas de modelacion y los niveles de argumentacién y,
en segundo lugar, en relacion con las acciones docentes para promover la argumentacion en el
aula de matematicas.

Con el fin de relacionar ambas competencias, seleccionamos dos episodios estudiados que pre-
sentaban los niveles mas altos de argumentacién (nivel 3 y 4). Dentro de los cuales, notamos la
existencia de tres etapas de modelacién: trabajar con matematicas, interpretar la solucién mate-
matica y validar. Luego de analizar los episodios, identificamos que los momentos claves donde
se desencadenaron los niveles de argumentacién fueron en las etapas de interpretar la solucién
matemadtica y validar (ver Figura 6). Hallamos elementos caracteristicos de cada una de estas
etapas que podemos vincular con la competencia de argumentacion.

En el caso de la etapa de interpretar la solucién matematica, el primer indicador, comunica un
modelo/resultado, fue clave para desarrollar la argumentacién. Como vimos en el episodio 1, fue
fundamental que los estudiantes comunicaran a la profesora y al resto del grupo, el modelo o re-
sultado al que habian llegado porque a partir de esto la docente realizé una pregunta que promo-
vié la justificacion del procedimiento escogido. En cuanto a la etapa de validar, fue primordial que
los estudiantes se cuestionaran acerca de si era o no correcto el procedimiento utilizado, tal como
vimos en el episodio 2. Esto condujo a considerar inadecuado el modelo/resultado, que corres-
ponde al segundo indicador de esta etapa, y fue aqui donde surgi6 la refutacién. Es importante
destacar que esta etapa se llevd a cabo principalmente durante las presentaciones, puesto que los
grupos debian dar a conocer el trabajo que se habia estado haciendo en grupos pequefios, dando
la oportunidad de hacer notar posibles errores en resultado y/o modelos ajenos. Ahora bien, a
propésito de la relacion entre las competencias de modelacién y argumentacién, consideramos
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que, si bien la tarea matematica de modelacién no necesariamente promueve la argumentacion,
pudimos ver en los dos episodios expuestos que las acciones docentes lograron desencadenar esta
ultima competencia. Estas acciones fueron abordar el error y realizar preguntas deliberadas, y
por lo tanto coincidimos con Brendefur y Frykholm (2000), en cuanto a que es imprescindible la
accion docente y la interaccion tanto entre estudiantes como entre el o la docente y sus alumnos.
Por un lado, para lograr abordar el error de forma correcta es fundamental realizar una planifi-
cacion de la clase donde esté presente un analisis anticipatorio. Esto permite prever las posibles
respuestas de los estudiantes junto con las acciones que puede realizar el o la docente para ges-
tionarlas. Por otro lado, es necesaria una adecuada accién comunicativa que conlleve a preguntas
deliberadas que promuevan la exploracién y puesta en comutn de pensamientos e ideas de los y las
estudiantes. En este sentido, siguiendo a Solar y Deulofeu (2016), hemos visto la importancia de
que las y los docentes elaboren un plan de clase con las estrategias comunicativas que se llevaran
a cabo para desarrollar la competencia de argumentacion.

Matematizar

Simplificar Modelo real

Modelo matematico

Trabajar en las

Problema del -
matemadticas

mundo real
\ Interpretacion de
la solucion

Solucion

matematica

REALIDAD MATEMATICAS

© Fase de alto nivel argumentativo

Figura 6. Etapas donde se alcanzaron altos niveles de argumentacion.

6. PROPUESTA DIDACTICA

Tras la realizacién de la clase, la revision de las evidencias recopiladas, el analisis de los episodios
y del desarrollo de las competencias de argumentacion y modelacién, logramos elaborar una
planificacién que dejamos propuesta para docentes que quisieran desarrollar las competencias
en cuestion en sus aulas de matematica. Este instrumento permite orientar a los y las docentes,
sugiriendo acciones comunicativas que pueden implementar para lograr una clase que desarrolle
las competencias de argumentacién y modelacion. Es importante destacar que esta planificacion
fue posible gracias a la experiencia que tuvimos durante la implementacién de la tarea matema-
tica con los estudiantes. La anticipaciéon de posibles modelos, la importancia de hacer preguntas
que fomenten las competencias en cuestion, las posibles discusiones matematicas que se pueden
presentar, y las posibles evidencias de aprendizaje que pudimos observar en los y las estudiantes,
fueron elementos observables durante la experiencia y esenciales a la hora de elaborar este ma-
terial. La planificacion la presentamos en forma de esquema y comienza con la tarea matematica
que se le propone a los y las estudiantes. Decidimos articular esta planificacion en base a las cinco
etapas de modelacién de Maaf3 (2006), donde la etapa de simplificar corresponde al inicio de la
clase, las etapas de matematizar, trabajar con matematicas e interpretar la solucién matematica
corresponde al desarrollo, y la etapa de validar corresponde al cierre de la clase. En cada momen-
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to de la clase, se incluye tanto lo que hace el o la docente como las acciones de los y las estudiantes.
Ademas, asignamos un momento argumentativo en las etapas donde, segin nuestra experiencia,
vimos que se promueve en mayor medida la argumentacién. Es decir, durante las etapas de in-
terpretar la solucién matemdtica y validar, incluimos acciones comunicativas del o la docente y
evidencias de argumentacion de los y las estudiantes.

Tarea matematica: En el supermercado ha aparecido un nuevo tipo de toalla de papel y se
necesita conocer la cantidad de papel enrollado en este nuevo rollo sin recurrir a desenrollarlo.
Puedes manipular el rollo de papel para determinar medidas que consideres adecuadas para
desarrollar la actividad. Considera el grosor del papel de 0,07 centimetros. Deja expresadas
todas las ideas y procedimientos en esta hoja de papel.

Simplificar: Parte inicial de la clase con trabajo individual para que los estudiantes identifi-
quen datos, variables, consideren caminos a seguir v, si es necesario, utilicen algun sistema de
representacion.

Matematizar / Trabajar con matematicas / Interpretar la solucion matematica: Desarrollo
de la clase y comienza el trabajo en grupo pequefio (4-5 estudiantes) mientras el o la docente
monitorea el trabajo. Los estudiantes comparten y contrastan sus ideas para desarrollar un
modelo y llegar a la solucién del problema. Ademas, cada grupo recibe un papeldgrafo (pliego
grande de papel) y plumones para escribir su modelo y/o resultados. Es posible realizar un
primer momento argumentativo en la etapa de interpretar la solucién matematica.

Acciones comunicativas: ;Qué procedimiento utilizardn? ;Todos habian pensado en el mismo
procedimiento? ;Por qué usaran ese procedimiento? ;Podrian escribir su modelo en términos
generales (con letras y expresiones algebraicas en vez de niimeros)? ;Qué matemitica estan
utilizando? ;Por qué su estrategia se relaciona con esos conceptos matematicos? ;Es esta su
respuesta final y por qué?

Evidencias de argumentacion: Los estudiantes comunican estrategias, resultados y modelos en-
tre los integrantes del grupo y con el o la docente. Los estudiantes explican la razon de utilizar
su procedimiento fundamentando con conceptos matematicos, por ejemplo, si deciden obte-
ner los perimetros justifican que se debe a que el largo de la toalla al enrollarse corresponde al
perimetro de una circunferencia.

Validar: Parte final de la clase y presentaciones de algunos grupos. El o la docente selecciona
grupos expositores segtiin los modelos o resultados a los que llegaron. Cada grupo seleccionado
explica su modelo/ resultado al resto del curso, utilizando el papeldgrafo como material de apo-
yo. Es posible realizar un segundo momento argumentativo en esta etapa, promoviendo que se
contrapongan los procedimientos utilizados.

Acciones comunicativas: ;Su respuesta tiene sentido en el contexto real y por qué? ;Consideran
correcto el modelo expuesto? ;Cual modelo/resultado es mas eficiente y por qué? Si tuvieran
que obtener el largo de una nueva toalla de papel ;qué modelo ocuparian? ;Qué modificacio-
nes le harian a su modelo para que sea més simple/eficaz? ; Este modelo podria ser ocupado por
un alumno de un curso mas bajo, por qué?

Evidencias de argumentacién: Los estudiantes comunican su modelo al grupo curso. Los estu-
diantes justifican la seleccién de su modelo a través de conceptos matematicos. Los estudiantes
dan razones para justificar la pertinencia de su respuesta con el contexto real. Los estudiantes
justifican la seleccién de un modelo mas eficaz.
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